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Teorema della permanenza del segno
Sia x0 ∈ R e sia I un intervallo aperto che contiene x0. Se
lim
x→x0
f(x) = ` > 0 allora esiste un intervallo J centrato in x0
tale che per ogni x ∈ J \ {x0} si ha f(x) > 0
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Teorema della permanenza del segno
Sia x0 ∈ R e sia I un intervallo aperto che contiene x0. Se
lim
x→x0
f(x) = ` > 0 allora esiste un intervallo J centrato in x0
tale che per ogni x ∈ J \ {x0} si ha f(x) > 0
Teorema del confronto
Sia x0 ∈ R e sia I un intervallo aperto che contiene x0. Siano
f, g, h tre funzioni definite su I \ {x0} tali per cui per ogni
x ∈ I \ {x0} si ha f(x) ≤ g(x) ≤ h(x). Allora se
lim
x→x0
f(x) = lim
x→x0
h(x) = `
e` lim
x→x0
g(x) = `
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Teorema
Sia x0 ∈ R e sia I un intervallo aperto che contiene x0. Siano
f, g, due funzioni definite su I \ {x0} tali per cui per ogni
x ∈ I \ {x0} si ha f(x) ≤ g(x). Allora se
lim
x→x0
f(x) = `
e lim
x→x0
g(x) = m si ha che ` ≤ m
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Funzioni divergenti
Sia x0 ∈ R e sia I un intervallo aperto che contiene x0 e sia
f una funzione definita in tutti i punti di I eccettuato al piu`
x0.
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Funzioni divergenti
Sia x0 ∈ R e sia I un intervallo aperto che contiene x0 e sia f
una funzione definita in tutti i punti di I eccettuato al piu` x0.
Diremo che f tende a +∞ per x tendente a x0 se e solo se
per ogni K > 0 esiste δ > 0 tale che per ogni x ∈ I tale che
0 < |x− x0| < δ riesce f(x) > K. In tale caso scriveremo
lim
x→x0
f(x) = +∞.
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Limiti all’infinito convergenti
Sia f : [a,+∞[→ R. Diremo che f tende ad ` ∈ R per x→∞
se per ogni ε > 0 esiste M ∈ [a,+∞[ tale che
x > M =⇒ |f(x)− `| < ε.
In tale caso scriveremo lim
x→∞ f(x) = `.
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Limiti all’infinito convergenti
Sia f : [a,+∞[→ R. Diremo che f tende ad ` ∈ R per x→∞
se per ogni ε > 0 esiste M ∈ [a,+∞[ tale che
x > M =⇒ |f(x)− `| < ε.
In tale caso scriveremo lim
x→∞ f(x) = `.
Sia f :]−∞, a]→ R.Diremo che f tende ad ` ∈ R per x→ −∞
se per ogni ε > 0 esiste M ∈]−∞, a] tale che
x < M =⇒ |f(x)− `| < ε.
In tale caso scriveremo lim
x→−∞ f(x) = `.
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Limiti all’infinito divergenti
Sia f : [a,+∞[→ R.Diremo che f tende ad +∞ per x→ +∞
se per ogni K > 0 esiste M ∈ [a,+∞[ tale che
x > M =⇒ f(x) > K.
In tale caso scriveremo lim
x→+∞ f(x) = +∞.
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Cenni di Topologia
Definizione
Diremo intorno completo di un punto x0 ogni intervallo aperto
contenente x0
a
D
x0 b
@
Figure 1: x0 ∈]a, b[
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Definizione
Siano x0 ∈ R e A ⊆ R
(i) Si dice che il numero reale x0 e` un punto aderente di A,
sottoinsieme non vuoto di R, se ogni intorno completo
I(x0) di x0 ha punti comuni con A.
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Definizione
Siano x0 ∈ R e A ⊆ R
(i) Si dice che il numero reale x0 e` un punto aderente di A,
sottoinsieme non vuoto di R, se ogni intorno completo
I(x0) di x0 ha punti comuni con A.
(ii) x0 ∈ A si dice punto isolato di A se esiste un intorno
completo I(x0) di x0 tale che (I(x0) \ {x0}) ∩A = ∅
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Definizione
Si dice che il numero reale x0 e` un punto di accumulazione
di A, sottoinsieme non vuoto di R se ogni intorno completo
I(x0) di x0 ha punti comuni con A \ {x0}.
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Definizione
Si dice che il numero reale x0 e` un punto di accumulazione
di A, sottoinsieme non vuoto di R se ogni intorno completo
I(x0) di x0 ha punti comuni con A \ {x0}.
In simboli x0 e` di accumulazione per A se
(A \ {x0}) ∩ I(x0) 6= ∅
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Definizione
Siano A ⊂ R, A 6= ∅; f : A→ R e x0 ∈ A. Diremo che la fun-
zione f e` continua in x0 punto aderente di A, se:
a) x0 e` un punto isolato di A;
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Definizione
Siano A ⊂ R, A 6= ∅; f : A→ R e x0 ∈ A. Diremo che la fun-
zione f e` continua in x0 punto aderente di A, se:
a) x0 e` un punto isolato di A;
b) se x0 non e` isolato, se:
lim
x→x0
f(x) = f(x0)
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Definizione
Siano A ⊂ R, A 6= ∅; f : A→ R e x0 ∈ A. Diremo che la fun-
zione f e` continua in x0 punto aderente di A, se:
a) x0 e` un punto isolato di A;
b) se x0 non e` isolato, se:
lim
x→x0
f(x) = f(x0)
In sostanza la continuita` di una funzione significa che questa
e` permeabile all’operazione di limite
lim
n→∞ f(xn) = f( limn→∞xn)
per ogni successione xn → x0
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Osservazione
Sia f : I → R una funzione reale di una variabile reale definita
sull’intervallo I ⊆ R. Diremo che f e` continua nel punto
x0 ∈ I se per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che per ogni x ∈ I
per cui |x− x0| < δ riesce
|f(x)− f(x0)| < ε
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Osservazione
Sia f : I → R una funzione reale di una variabile reale definita
sull’intervallo I ⊆ R. Diremo che f e` continua nel punto
x0 ∈ I se per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che per ogni x ∈ I
per cui |x− x0| < δ riesce
|f(x)− f(x0)| < ε
In altri termini f e` continua in x0 ∈ I se lim
x→x0
f(x) = f(x0)
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Teorema
Sia x0 ∈ R e sia I un intervallo aperto che contiene x0 e siano
f1, f2 funzioni continue in x0. Allora
(i) (f1 + f2) e` continua in x0
(ii) (f1 · f2) e` continua in x0
(iii)
(
f1
f2
)
e` continua in x0 se f2(x0) 6= 0
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Teorema
Siano f : I1 → R, g : I2 → R due funzioni tali per cui per
ogni x ∈ I1 si ha f(x) ∈ I2 in modo che abbia senso la com-
posizione di funzioni g(f(x)). Allora se f(x) e` continua in
x0 ∈ I1 e g(y) e` continua in y0 = f(x0) la funzione composta
g(f(x)) e` continua in x0.
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Discontinuita`
Se x0 ∈ A con f non continua in x0 e` necessario che x0 non
sia un punto isolato, altrimenti la funzione sarebbe continua,
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Discontinuita`
Se x0 ∈ A con f non continua in x0 e` necessario che x0 non
sia un punto isolato, altrimenti la funzione sarebbe continua,
dunque x0 e` aderente ad A ma deve essere:
lim
x→x0
f(x) 6= f(x0)
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Limite destro
Una funzione di una variabile reale definita in un intervallo
aperto avente come estremo sinistro x0 ha limite destro per
x decrescente verso x0 se per ogni ε > 0, esiste δ > 0 tale
che
x0 < x < x0 + δ =⇒ |f(x)− `| < ε.
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Limite destro
Una funzione di una variabile reale definita in un intervallo
aperto avente come estremo sinistro x0 ha limite destro per
x decrescente verso x0 se per ogni ε > 0, esiste δ > 0 tale
che
x0 < x < x0 + δ =⇒ |f(x)− `| < ε.
In tale caso scriveremo
f(x0+) = lim
x→x+0
f(x) = lim
x↘x0
f(x) = `
20/25 Pi?
22333ML232
Limite sinistro
Una funzione di una variabile reale definita in un intervallo
aperto avente come estremo destro x0 ha limite sinistro per
x crescente verso x0 se per ogni ε > 0, esiste δ > 0 tale che
x0 − δ < x < x0 =⇒ |f(x)− `| < ε.
In tale caso scriveremo
f(x0−) = lim
x→x−0
f(x) = lim
x↗x0
f(x) = `
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Diremo che la discontinuita` in x0 e` un salto se esistono e sono
finiti, ma diversi:
lim
x→x+0
f(x) = `+ e lim
x→x−0
f(x) = `−
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Ad esempio f(x) = bxc ha un salto per ogni x ∈ Z
!2 !1 1 2 3 4 5 x
1
2
3
4
f !x"
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Se almeno uno dei due limiti (destro o sinistro) non e` finito
o non esiste, si parla di discontinuita` essenziale.
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Se almeno uno dei due limiti (destro o sinistro) non e` finito
o non esiste, si parla di discontinuita` essenziale. Ad esempio
la funzione:
f(x) =
sin
1
x
, se x 6= 0
0, se x = 0
ha una discontinuita` essenziale nell’origine.
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Se x0 /∈ A ma x0 e` di accumulazione per A, la discontinuita`
in x0 si dice eliminabile se esiste finito:
lim
x→x0
f(x) = `
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Se x0 /∈ A ma x0 e` di accumulazione per A, la discontinuita`
in x0 si dice eliminabile se esiste finito:
lim
x→x0
f(x) = `
La funzione f(x) puo` essere in tale caso prolungata con con-
tinuita` in x0 ponendo f(x0) = `
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Se x0 /∈ A ma x0 e` di accumulazione per A, la discontinuita`
in x0 si dice eliminabile se esiste finito:
lim
x→x0
f(x) = `
La funzione f(x) puo` essere in tale caso prolungata con con-
tinuita` in x0 ponendo f(x0) = `
Un esempio di prolungamento continuo e`:
f(x) =

ex − 1
x
se x 6= 0,
1 se x = 0.
